FUNKTSIOONI KASVAMINE JA KAHANEMINE

Funktsiooni y=f(x) nimetatakse piirkonnas X kasvavaks, kui selles piirkonnas igale suuremale argumendi väärtusele vastab suurem funktsiooni väärtus ja kahanevaks, kui igale suuremale argumendi väärtusele vastab väiksem funktsiooni väärtus.


Olgu funktsioon y=f(x) diferentseeruv vahemikus .
Kui muutuja x kõigi väärtuste puhul sellest vahemikust selle funktsiooni
· 
tuletis on positiivne, siis funktsioon on kasvav,			>0
· 
tuletis on negatiivne, siis funktsioon on kahanev.		<0
	

Geomeetriline selgitus: et  on funktsiooni graafiku puutuja tõus kohal x, siis 
funktsioon on	kasvav, kui graafiku puutujad on tõusvad sirged (tõus on positiivne) ja 
kahanev, kui puutujad on langevad sirged (tõus on negatiivne). 

Ülesanne: Otsusta Wirise demo põhjal, millised alljärgnevatest funktsioonidest on 
kohal 1 kasvavad (Increasing).
http://www.wiris.net/demo/whiteboard/en/lb-017.html
1. y = sinx	5. y =  (sisesta f(x) välja: 
2. y = x2		6. y = 
3. y = 		7. y = cos(3x)	  (sulud on sisestamisel vajalikud)
4. y = lnx		8. y = 
Vastus: 1, 2, 4 ja 7

Uuri kuupfunktsiooni  graafiku (punane) puutujaid (sinine) ja

 puutuja tõuse 
http://www.e-ope.ee/_download/euni_repository/file/611/Tuletised.wmv
Märkasid,et funktsiooni kasvamisvahemikes olid tuletise väärtused (puutuja tõusud) positiivsed ja kahanemisvahemikes negatiivsed?

Ülesanne 1 (Tõnso 11.kl.õpik ül.838). Leia antud funktsioonide kasvamis- ja 
	kahanemisvahemikud.



	1) 		2) 		3) 



	4) 		5) 			6) 



	7) 			8) 			9) 



	10) 		11) 			12) 



	13) 		14) 		15) 

Vastused:


 1)    		 3)    		 4) vaata näidet1   



5)    	 7)    		  9)    	

[image: ]11)  	

 13)   	

 15)  


Näide 1. Leia funktsiooni  
(ül.4) kasvamis- ja kahanemisvahemikud.
Leiame esmalt funktsiooni tuletise: 

y´= ja selle nullkohad:



Kasvamisvahemikes   y´>0, seega >0 

Kahanemisvahemikes y´<0, seega <0

[image: ]Võrratuste lahendamiseks kasutame intervallmeetodit. Selleks, et alustada abijoone joonestamist paremalt ülevalt, tuleb võrratusi korrutada  -1-ga, et saada kõrgeima astmega liikme ette „+“märki.Saame	<0 

				>0 
NB! Võrratuse korrutamisel negatiivse arvuga 
muutub võrratuse märk vastupidiseks.

Võrratuste graafilist lahendust saab näha 
ül. 4 joonisel, kuhu on joonestatud ka 

tuletisfunktsiooni  graafik. 


Vastus:  	(vaata ülemist joonist)


Ülesanne 2 (ül.839). Leia funktsiooni kasvamis- ja kahanemisvahemikud.
1) 	2) 		3) 
4) 		5) 		6) 

Vastused: 1) kõikjal kasvav funktsioon; 2)  3) kõikjal 
	kahanev funktsioon  5) 

Ülesanne 3 (ül.840). Näita, et järgnevad funktsioonid on kasvavad funktsioonid.
2) 		2) 		3) 

Ülesanne 4 (ül.841). Näita, et järgnevad funktsioonid on kahanevad funktsioonid.
1) 		2) 		3) y = -2x + sinx

EKSTREEMUMID

Kui argumendi x-i suurenedes funktsiooni kasvamine läheb kohal x0 üle kahanemiseks, siis on koht x0 selle funktsiooni maksimumkoht ja funktsiooni väärtust sellel kohal nimetatakse funktsiooni maksimumiks.
Kui argumendi x-i suurenedes funktsiooni kahanemine läheb kohal x0 üle kasvamiseks, siis on koht x0 selle funktsiooni miinimumkoht ja funktsiooni väärtust sellel kohal nimetatakse funktsiooni miinimumiks.
Funktsiooni maksimumi ja miinimumi nimetatakse funktsiooni ekstreemumiteks ja tähistatakse sümbolitega ymax ja ymin.
Kui tähistada ekstreemumkohti sümbolitega xmax ja xmin, siis funktsiooni graafiku punkte 
(xmax;ymax) ja (xmin;ymin) nimetatakse vastavalt maksimumpunktiks ja miinimumpunktiks.

[image: ]Vaatame veel ül. 4 joonist.
Graafikult näeme, et
ekstreemumkohad  Xe:
xmin= -1 ja xmax= 3
ekstreemumid:
ymin= -5 ja ymax= 27 
miinimumpunkt: A(-1;-5)
maksimumpunkt: B(3;27).

Vaata veel kord näidet 1 ja 
pane tähele, et ekstreemumkohad 
saime kätte tuletise nullkohtadena:

Xe; =0

Ekstreemumeid saab arvutada 
funktsiooni väärtustena 
ekstreemumkohtadel:
ymin= -(-1)3+3(-1)2+9(-1)= -5
ymax= -33+3*32+9*3 = 27.
Olgu veel öeldud, et Xe tingimus =0 on küll tarvilik, kuid mitte piisav, kuna tuletise 
nullkohad võivad olla ka käänukohad jm. Sellepärast tuleb alati uurida funktsiooni kasvamist ja kahanemist ehk tuletise märgi muutumist tuletisfunktsiooni nullkohtade ümbruses.

Ülesanne 5. Leia ül.1 antud funktsioonide ekstreemumkohad, ekstreemumid ja ekstreemumpunktid.
Vastused: 1) xmin= 2; ymin=-4;miinimumpunkt on parabooli haripunkt (2;-4)    3) xmax= 3; ymax= 9; maksimumpunkt (3;9) 5) xmax= -1; ymax= 2; xmin= 1; ymin= -2; maksimumpunkt (-1;2); miinimumpunkt (1;-2). 7) .

Ülesanne 6 (Tõnso 11.kl.õpik ül.850). Leia funktsiooni ekstreemumkohad, ekstreemumid, kasvamis- ja kahanemisvahemikud.
1) y = x3-6x		2) y = 6x2-x3		3) y = -x2+3x		4) y = -x2+3x+π
5) y = (x-2)2		6) y = (3-x)2		7) y = x3-3x2+5	8) y = 5
9) y = 	10) y = 		11) y = -x4+x3		12) y = x4+x2
Vastused: 7) ymax=f(0)=5; ymin=f(2)=1; 9) ymax=f(2)=4/3; 10) ymax=f(1)=1; ymin=f(-1)=-1


Ülesanne 7 (ül.852) . Leia funktsiooni ekstreemumkohad ja ekstreemumid.
1) y = 	2) y = 		3) y = 		4) y =  
5) y = 		6) y = 		7) y = 	8) y = 
Vastused: 1) ymin=f(0,25)=-0,25; 3) ymax=f(0)=1; 5) ymin=f(1)=e; 7) ymin=f(0)=2


FUNKTSIOONI TEINE TULETIS

Funktsiooni tuletise tuletist nimetatakse funktsiooni teiseks tuletiseks ehk ka teist järku tuletiseks. 
Teise tuletise tähistamiseks kasutame sümboleid  .

Ülesanne 8. Leia funktsiooni teine tuletis.
1) y = 3x-5		2) y = 12-2x		3) y = 2x2+4x-1	4) y = -5x2-3x
5) y = 		6) y = 		7) y = 		8) y = 
9) y = 		10) y = lnx		11) y = sinx		12) y = tanx
Vastused: 1) 0;   3) 4;   5)  ;  7)  ;   9) ;   11) –sinx.

Teise tuletise abil saab
määrata ekstreemumkohtade liiki:
	maksimumkoht xmax: y´= 0 ja y´´
	miinimumkoht  xmin: y´= 0 ja y´´

leida funtsiooni kumerus- ja nõgususvahemikke:
kumerusvahemik	 : y´´
nõgususvahemik 	: y´´

leida funktsiooni käänukohti (kumerus läheb üle nõgususeks või vastupidi):
	käänukohad	 	Xk: y´´= 0


Veendu selles uurides veel kord kuupfunktsiooni  graafikut (punane),

graafiku puutujaid (sinine), puutuja tõuse  ja 

funktsiooni teist tuletist .	
http://www.e-ope.ee/_download/euni_repository/file/611/Tuletised.wmv

Märkasid,et	 
· kui funktsiooni tuletise väärtused olid praktiliselt (tuleneb video omapärast) 0, siis puutujad olid paralleelsed x-teljega (kohal 0 ja 12) ;
· xmin= 0, kusjuures enne 0  olid tuletise väärtused negatiivsed (kahanemisvahemik) ja peale 0 positiivsed (kasvamisvahemik) või et
· xmin= 0, kusjuures teine tuletis sellel kohal oli positiivne;
· xmax= 12, kusjuures enne 12  olid tuletise väärtused positiivsed (kasvamisvahemik)  ja peale 12 vastupidi või et
· xmax= 12, kusjuures teine tuletis sellel kohal oli negatiivne;
· xk, kusjuures teise tuletise väärtus oli praktiliselt 0 ja enne 6 olid teise tuletise väärtused positiivsed (nõgususvahemik) ja peale 6 negatiivsed (kumerusvahemik)?
Vaata veel kord videot kasutades ka pausi nuppu!

Ülesanne 9. Leia ilma graafikuta ja tuletise abil funktsiooni 
ekstreemumkohad, ekstreemumid, kasvamis- ja kahanemisvahemikud, *käänukoht, *kumerus ja *nõgususvahemik.
Võrdle saadud vastuseid videolt saadud tähelepanekutega.

FUNKTSIOONI  y = f(x)   UURIMINE

	Jrk
	Mida leiame
	Tähis
	Kuidas leiame

	
1.
	Määramispiirkond
 ;     ;
 
	  
	Reaalarvude hulgast jätame välja kõik need 
x-i väärtused, mille korral pole võimalik arvutada funktsiooni väärtust.

	2.
	Muutumispiirkond 
	  Y
	Leiame pöördfunktsiooni määramispiirkonna.

	3.
	Nullkohad
	
	Lahendame võrrandi   

	4.
	Positiivsuspiirkonnad
Negatiivsuspiirkonnad
	

	Lahendame võrratuse   
Lahendame võrratuse  

	
5.

	
Kasvamisvahemikud
Kahanemisvahemikud
	


	Leiame f(x)-i esimese tuletise  
Lahendame võrratuse  
Lahendame võrratuse  

	6.
	Ekstreemumkohad



Ekstreemumkohtade  liigid
	






	Lahendame võrrandi 
Sobivad vaid need lahendid, mille korral tuletis muudab märki.
Liiki saab määrata ka  teise tuletise abil:kui , siis x on maksimumkoht
kui , siis x on miinimumkoht
x on siin võrrandi  lahend.

	7.
	Ekstreemumid
	

	Funktsiooni maksimumid  
Funktsiooni miinimumid   

	
	Ekstreemumpunktid
	


	Fuktsiooni graafiku punktid:
maksimumpunkt  )
miinimumpunkt   )

	8.
	Funktsiooni graafiku
käänukohad

Käänupunktid
	



	Lahendame võrrandi 
Sobivad vaid need lahendid, mille korral 
teine tuletis muudab märki.
Graafiku punkt  , kus 

	9.
	Funktsiooni graafiku
kumeruspiirkond
nõgususpiirkond
	


	
Lahendame võrratuse 
Lahendame võrratuse 



Täiendavalt võib kontrollida, kas funktsioon on 
paaris:  või paaritu:  või pole kumbki. 
Võib arvutada ka piirväärtused , kus x või x, kus a on funktsiooni graafiku katkevuskoht.

Näide 2. Uuri funktsiooni y = 0,5x4 - x2 ja skitseeri selle funktsiooni graafik.
I
1. Määramispiirkond X = R, sest avaldises ei esine jagamist, juurimist ega ka  logaritme.
2. Muutumispiirkonda Y leiame hiljem, kui oleme rohkem funktsiooni kohta teada saanud.
3. Nullkohad :  0,5x4 - x2 = 0
Lahendame võrrandi tuues esmalt x2 sulgude ette x2(0,5x2-1) = 0
Korrutis on null, kui üks teguritest on null, seega x2 = 0, siit x1= x2= 0 või
0,5x2-1 = 0, millest x3 =   ja x4 = . Sellega saime kätte kolm graafiku punkti, täpsemalt graafiku lõikepunktid x-teljega (0;0), (  ;0) ja (  ;0).

4. [image: ]Positiivsuspiirkond   : 0,5x4 - x2
x2(0,5x2)
Negatiivsuspiirkond : 0,5x4 - x2
				x2(0,5x2 – 1)
Võrratuste lahendamiseks kasutame intervallmeetodit, 
kandes x-teljele eelmises punktis leitud 0-kohad.
   ning  

II Edasi uurime funktsiooni tuletise abil. 
[image: ]Leiame funktsiooni  y = 0,5x4 - x2  tuletise  y´=2x3-2x
5. Kasvamisvahemikud   :  2x3-2x
Kahanemisvahemikud :  2x3-2x
Lahendame esmalt võrrandi 2x3-2x = 0, 
saades x1=0,  x2=-1 ja x3=1.
Võrratuste lahendamiseks joonestame abijoone  ja sellelt loeme vastuse:
:  ning    :  
6. Kuna enne -1-te funktsioon kahanes ja pärast kasvas (tuletis muutis märki), siis -1 on miinimumkoht, st. = -1. Kuna enne 0-i funktsioon kasvas ja pärast kahanes on 0 maksimumkoht st. . Analoogselt arutledes on funktsioonil veel teinegi miinimumkoht = 1.
7. Ekstreemumid arvutame esialgse funktsiooni valemi järgi.
0,5*04-02=0
 0,5(-1)4 - (-1)2= -0,5   ja teine    0,5*14 - 12= -0,5
Graafiku maksimumpunkt  (0;0) ja 
		miinimumpunktid   =(-1;-0,5)   ja   (1;-0,5)

III Edasi uurime funktsiooni teise tuletise abil.
	Leiame tuletise  y´=2x3-2x  tuletise   y´´= 6x2-2
8. Käänukohad   6x2-2 = 0, millest xk1= ja xk2= ning 
yk1=0,5(4-()2= -    ja ka    yk2= -
[image: ]Graafiku käänupunktid on  Kk1(0,6;-0,3) ja Kk2(-0,6;-0,3)
9. Kumeruspiirkond  : 6x2-2
Nõgususpiirkond   : 6x2-2
Võrratuste lahendamiseks joonestame abijoone, 
kasutades eelmises punktis leitud nullkohti.
    ning    
Lõpuks joonestame graafiku, kandes esmalt kõik leitud punktid teljestikule.
Graafikult loeme ka muutumispiirkonna Y = 





[image: ]Ülesanne 10 .  Uuri funktsiooni ja 
skitseeri graafik.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   
1) y = -x2 + 6x -8
2) y = (x - 3)(x - 2)2
3) y = x3 – 3x
4) y = (3 - 2x)3
5) y = x2 - 0,5x4
6) y = x4 - 2x3
7) y = -3x4 + 4x3
8) y = 
9) y = 
10) y = 


Vastused:
[image: ][image: ]


[image: ]

Sellelt lingilt leiad  funktsiooni y = x4 - 2x2 täieliku uurimise ülesande lahendamise Wirise abil:
http://web.zone.ee/veelmaaallar/wiris/uurimine.htm

EKSTREEMUMÜLESANDED

Ülesandeid, kus tuleb leida mingi suuruse suurim või vähim väärtus nimetatakse ekstreemumülesanneteks.

Näide 1. Traadist, mille pikkus on 100 cm, on tarvis valmistada ristkülik. Kui suur tuleb teha risküliku pikkus, et ristküliku pindala saaks suurim.
Olgu ristküliku pikkus x, siis laius on (100-2x)/2= 50-x ja pindala S = x(50-x) = 50x-x2. Tuleb leida funktsiooni S maksimumkoht. Selleks leiame tuletise ja paneme selle võrduma 0-ga. 
50-2x = 0. Siit x = 25. Leitud väärtus on maksimumkoht, sest teine tuletis y``= -2  on negatiivne. Kui pikkus on 25 cm, siis laius on  samuti 25 cm (50-25 = 25).
Vastus: Et saada suurima pindalaga ristkülikut tuleb100 cm pikkust traati murda ruudukujuliseks külje pikkusega 25 cm.


Näide 2. Ristkülikukujulise plekitahvli mõõtmed on 50 cm ja 80 cm. Plekitahvli nurkadest tuleb ära lõigata ruudud nii, et järelejäänud osast saaks moodustada võmalikult suure ruumalaga karbi. Arvutame äralõigatavate ruutude külje pikkused.
[image: ]
Olgu ruudu külg x ja karbi ruumala V = (80 - 2x)(50 - 2x)x = 4x3 - 260x2 + 4000x
Tuleb leida funktsiooni V maksimumkoht xmax. Selleks leiame tuletise ja selle nullkohad:
V´= 12x2 -520x + 4000,   12x2 -520x + 4000 = 0, siit x1 = 10 ja x2 = 
V´´=24x -520. Et V´´(10) = 24*10 -520 = -2800, siis 10 on maksimumkoht.
x2 = 33,3 ei sobi, kuna nii suurt ruutu ei annagi nurkadest ära lõigata ja see osutub ka veel miinimumkohaks.
Vastus: Suurima ruumalaga karp tekib, kui äralõigatava ruudu külg on 10 cm.

Näide 3. Silindrikujulise konservipurgi ruumala on 1 liiter. Millised peavad olema konservipurgi mõõtmed, et valmistamiseks kuluks võimalikult vähe plekki?
Esmalt avaldame purgi kõrguse h raadiuse r kaudu ruumala valemist: 
 ja asendeme sellega täispindala valemis h:

Peame leidma raadiuse väärtuse, mille korral pindala S väärtus on vähim. Selleks leiame tuletise ja selle nullkohad:
  ja kõrgus h= Siit näeme, et purgi läbimõõt ja kõrgus peavad olema võrdsed.
[bookmark: _GoBack]Et 0,54 on miinimumkoht näitab S``=4/0,543+4.
Vastus: Ühe liitrise purgi läbimõõt ja kõrgus peavad  materjali kokkuhoiu mõttes mõlemad olema 1,1 dm.

VI kursus		NÄIDISTÖÖ nr.2: funktsiooni uurimine

1. a) Uuri funktsiooni 	 I   y = x3-3x2 
II  y = 2x3 + 18x 	ja skitseeri graafik.
b) Leia funktsiooni y =    ekstreemumpunktid, kasvamis- ja kahanemisvahemikud ning skitseerige funktsiooni graafik. Mitu nullkohta on funktsioonil? Leia kuupparabooli puutuja kohal x0 = 1.
2. I  Laohoone seina ja 60 meetri pikkuse aiaga tuleb piirata ristkülikukujuline maa-ala. Missuguste mõõtmete puhul on piiratud maa-ala pindala maksimaalne?
(15 x 30 meetrit)
II  Ristkülikukujulisest papitükist , mille mõõtmed on 4 dm ja 5 dm, valmistatakse kaaneta karp. Selleks lõigatakse papitüki nurkadest ära võrdsed ruudud ja murtakse servad üles. Missugused peavad olema äralõigatavate ruutude külje pikkused, et tekiks maksimaalse ruumalaga karp?
( äralõigatavate ruutude külgede pikkused on 0,7 cm)
3. RE ülesanne.


[image: ]
Esimese ülesande a-I osa vastused:
X = R ja Y = R





xmax= 0 ja ymax= 0
xmin= 2 ja ymin= -4


[image: ]

Esimese ülesande b osa vastused:
 ja 

 ja 
kolm nullkohta
puutuja võrrand: y = 
Elve Vutt
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