V kursus

*laia matemaatika teemad
Funktsiooniy = sinx nimetataksaiinusfunktsiooniks.

Graafiku joonestamiseks koostame kdigepealt fua&tsiargumendi x ja funktsiooni y
vastava vaartuste tabeli radiaanm®&06dus I6igul;3

ning selle pdhjal graafiku.

TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID JA -VOR RANDID
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Siinusfunktsiooni graafi-k ominusoid
Uurime graafiku pdhjal siinusfunktsiooamadusildigul
muutumispiirkond Y¥-;1]
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, hegatiivsuspiirkond X

[T y=tanx

3

, ekstreemumid = 1 ja Ynin=- 1

Joonisel ndeme, et funktsiooni graafiku punktidrghovad” iga 2 ehk 360tagant. Seega
siinusfunktsioon y = sinx on perioodiline funktsiom perioodiga 2 (360).

Funktsiooniy = cosxnimetataks&oosinusfunktsiooniks
Analoogselt siinusfunktsiooni graafiku joonestargsgoonestame koosinusfunktsiooni

graafiku:
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¥ y=cosx

[T -y=tanx




Koosinusfunktsiooni graafik okoosinusoid
Funktsiooniy = tanx nimetatakséangensfunktsiooniks.

] y=tanx
1 -

0.5 y=sinx I~ y=cosx v y=tanx /
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Tangensfunktsiooni graafik dangensoid
Kui nii siinus- kui ka koosinusfunktsiooni graafik pidev joon, siis tangensfunktsiooni

graafik katkeb kohtadel.. 505 ...Nendes kohtades tawvaartus puudub.Tangensoid

koosneb I6pmata paljudest osadest, harudest.
Ulesanne 1:Uuri funktsiooni I3igul 3. l)y=cosx 2)y=tanx

Tutvu sinusoidi joonestamisega Uhikringi abil vabdalljargnevast faili ,,Siinus ja koosinus*:
https://www.e-ope.ee/repositoorium/otsing? @=668wieepository 10895

Tutvu sinusoidi ja tangensoidi joonistamisega Uhjrabil:
http://demonstrations.wolfram.com/SineCosineTangedT heUnitCircle/

Tutvu siinusfunktsiooni graafikuga ja graafiku enslustega:
http://web.zone.ee/veelmaaallar/geogebra/siinussimén.html

Tutvu koosinusfunktsiooni graafikuga ja graafikisemdustega:
http://web.zone.ee/veelmaaallar/geogebra/koosimissioon.html

Tutvu tangensfunktsiooni graafikuga ja graafikiségidustega:
http://web.zone.ee/veelmaaallar/geogebra/tangekisigon.html
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Olulised omadused:

1) Trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised.
Siinus- ja koosinusfunktsiooni periood on 2
Tangensfunktsiooni periood on

2) Maaramispiirkond.

Siinus-ja koosinusfunktsioonil on kdik reaalarvud

Tangensfunktsioonil on kdik reaalarvud vélja amhtui n

Muutumispiirkond.
Siinus-ja koosinusfunktsioonil on 11
Tangensfunktsioonil on kdik reaalarvud
3) Tangensfunktsioon on kasvav kogu maaramispiirkonnas
4) Koosinusfunktsioon on paarisfunktsioon (graafikstimmeetriline y-telje suhtes).
Siinus- ja tangensfunktsioon paaritud (graafik dmmeetriline 0-punkti suhtes)

Uuri veel trigonomeetriliste funktsioonide graafikueisendusi:
http://www.allarveelmaa.com/ematerjalid/siinus.pdf
http://demonstrations.wolfram.com/SineAndCosineGfagnerator/

vdi ava Bppematerjalidest t66leMRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE GRAAFIKUTE
TEISENDUSED.

Kokkuvote graafikute teisendustest:
Kuidas teiseneb funktsioof(x) graafik (a on positiivne arv), kui
y = f(x) = -f(x) peegeldus x teljest
y =f(X) y = f(-x) peegeldus vy teljest
y = f(x) y = af(x) valjavenitamine (kokkusurumine)y -telje sihis
y = f(x) y = f(ax) kokkusurumine (véljavenitamine)x - telje sihis
y = f(x) y= f(x) +a liigub athikut Ules y telje sihis
y = f(x) y= f(x) -a ligub authikut alla y telje sihis
y = f(x) y = f(x+a) liigub  athikut vasakule x telje sihis
y = f(x) y = f(x-a) ligub  auhikut paremale x telje sihis
y = f(x) y= f(x) graafiku x-teljestllpool asuvate osadgeegeldus Xeljest

ARKUSFUNKTSIOONID

Arkusfunktsioonid on trigonomeetriliste funktsiodei p6ordfunktsioonid.
http://demonstrations.wolfram.com/DomainAndRange@érse TrigonometricFunctions/

arcsinx on absoluutvaartuselthim nurk, mille siinus on x; > arcsinx >
arccosxonvahim mittenegatiivne nurk, mille koosinus on x; 0 arccox
arctanx on absoluutvaartuselihim nurk, mille tangens on x; E<arctar X <E

Kontrolli oma teadmisi alljargneva testi abil:
http://www.allarveelmaa.com/ematerjalid/trigol.htm
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TRIGONOMEETRILISED VORRANDID

Trigonomeetriliseks vorrandiks nimetatakse sellist vrrandit, milles tundmatwnebiainult
trigonomeetrilise funktsioorargumendis.

Naide 1 Lahendame graafiliselt 1digus 3?57
1) vérrandi  sinx =0,5 2) vOrratuse sinx0,5
Selleks joonestame Uhes ja samas teljestikus pgaiy = 0,5 graafikud.
1Y
-5 y=sinx

= 14

/\ y—0,5 | /
o
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IV y=sinx-24- [ y=cosx" ~ [ y=tanx

1) Jooniselt naeme, et graafikud I6ikuvad antud IGigeigas punktis. Nende punktide
abstsissid x X», X3 ja X4 ongi vorrandi sinx = 0,5 lahendid.

Vastus:x; = 0,52 = /6 = 30, x= 2,62 =5/6 = 150 , xs= 6,81 = 13/6 = 39C x4 =-3,67 = -
7 16 =-210

2) Jooniselt ndeme, et siinusfunktsiooni graafik (pa)aasetseb allpool (tuleneb margist
. ") sirgety = 0,5 (must) kahes vahemikug;x) ja (X;X3).

Vastus: (-3,67;0,52) ja (2,62;6,81) ehk (-2180°) ja (150;390°)

Naide 2.Lahendame graafiliselt vorrandi sinx = cos2x I&igu2 ;2

21Y

1.5
Y=COS2X - 1 y=sinx

0] /
ﬁn 5.765.243m/2-4.18-3.67 -m\_2.62)\2.00 -2 -1.06 0527 0 052 N.05 w2 2.09 262 TN2.67 X.19 3m2 5.24 5.76,/9m
0.5
X X, 1 x Xg
_1-

X3

-1.5- %6

I y=sinx I y=cosx _2: [ y=tanx

Loeme vastuse jooniselt.

Vastus: x; = -5,76, % =-3,67,%x=- /2, x=0,52,%x=2,62, =3 /2
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Ulesanne 2 Otsusta joonisénaide 2 pdhjal
1) millistes vahemikes on cos. sinx antud I6igul 2 ;2 ?

2)millistes vahemikes on funktsiooniy = sinx ja y = cos2xaartused korra¢
positiivsed (negatiivsed) antud 16ic 2 ;2

Vastus: 2)Korraga positiivsed:-2 ;-5,50), (-3,93;-), (0;0,78), (2,35;).

Ulesanne 3:Lahenda graafiliselt alljargneva joonise péivérrand tanx 2siny.

24V

1.5 -

| y=tanx

1 .

05 /
0

%ﬂn -5.76-5.24-31/2-4 .19 -3.67/-Th -2.62-2.09 -2 -1.05-0.524/] 0 0.52 1.05 m/2 2.09 2.62 3.67 4.19 3m/2 5.24 5.76/0m

,1 .

-1.54

I y=sinx [ y= ] ™ y=tanx

Ulesanne 4Leidke arvutil modelleerides graafilised mdned adidi lahendic
1) sinx =-0,5 2) cosx = . 3)tanx =1 4) cos2x =-0,5

Markus: arvutil modelleerimise asemel vdb ka printida ee$ptevad joonised paberile
joonestadaendele sirged y -0,5, y = 1 vastavalt tlesandele.

Alljargneval joonisel on kujutatud vorrandi sin xwlahendeid , kus 1= 0,5

y=sinx

. [N N /

N 0 N /| AN

. 2 o T2 3m2 om 5m2 3 7112 4
X6 X X X X X
11 % 2 3 4 5

Trigonomeetrilisegdhivorrandid :

sin x =m lahendivalem x = (-1)"arcsihm+n , kus n Z; arcsinr) =-arcsin m
cos x = mlahendivalem x=xarccosm+2n, kus n Z; arccosf) = -arccosm
tan x = m lahendivalem x=arctanm+n, kus n Z arctanfi) =-arctan m

Naide 3 Lahendame vorrandi < x = 0,5 lahendivalemi abil.
x = (-1)"arcsin 0,5 +n
radiaanmdddug = (-1)" - + n ehk
kraadimd6dus x = (-1)"45° + n 1806, kus n on taisar
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Joonisel on ndha kuus vorrandi lahendit. Kui véitatiuse alla 16ikO;

6

, Siis selles I6igus

on ainult kaks lahendit§a %. Uldvdrrandist saame (iksikuid lahendeid katterjasglt:

kui n = 0, siis x = (-1)45° + 0* 180 =45°, see lahend on t&histatud joonisetga;
kui n = 1, siis x = (-1)45° + 1* 187 = -1*45° + 180 = 135, see lahend ongix

Néaide 4 Lahendame vorrandi - —.

Lahendivalemi jargi - — —

— —, millest — -
Vastus — —, kus n on taisarv.
Pea meeles!
TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
POHISEOSED:
rad/ 0
2 2 6 |4 |3 |2
in 1 deg/
S cos g 0° 300 |450 |60 | 90°
sin sin 0 1 NN
tan _ — ye N2
cos 2 2 2
co¢
) 1 L3 |2 |1 |0
tan 1 2 2 |2 |2
CcoS
tar 0 \/5 1 \/§
rad = 180° -
3
*_ITMISVALEMID: *K AHEKORDSE NURGA
TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID:
sin( /) sin cos/ cos sin/ sin2  2sin cos
cos !/ cos cos/ sin sin/ cos?2 co¥  sin?
tan tan/ 2tan
tan( /) ——— tan2 ————
1 tan tan/ 1 tar
*SUMMA TEISENDAMINE KORRUTISEKS:
/ / / /
sin sin/  2sin ~—COS . CoS cos/ 2cos "~ COS .
2 2 2 2
- - ./ - ./ - ./ . -
sin sin/ 2cos sin cos cos/ 2sin sin
2 2 2 2

*Naide 5. 4sin(x —)cosx — 3 0.
(x )cosk ) V3

4sin(x —)cosx — 3 0" 2 2sin(x
(x )cosk ) V3 (

" 2sin(2x —
@x )

V3,
2

V3 sin(2x E) 2X r ( D" arcsin( 7) n
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7

" 2x 30 (D" 60°) 18C°n" 2x ( D"'6CP 18Cn 30°" x ( )" 30" 90°n 1%
Vastus x ( D"'30° 9C°n 15°, n#Z

Ulesanne 5 Lahendadg@dhivorrandiks taanduvad vérrandid.

1) sinx  0,2558 2) V2cosx 1 0
3) tan(x E) J3 *4) cos2xcosx sin2xsinx 0
*5) 2cosxsinx 1 6) sin®x cos X

Vastused 2) 1”2 n 4 > 2n  6) n

4
*Naide 6. Lahendame vOrran cosx Sin2x

cosx sin2x" cosx sin2x 0" cosx 2sinxcosx 0" cosx(l 2sinx) O

Korrutis on 0, kuicosx 0, millest x > 2n voi
1 2sinx O, millest x (1)“6 n

Kontroll : Vottes esimesdahendiseerias = 0, siisx, B 90 jax, > 90°. Mélemad

lahendidsobivad lahendiks, kunisendades need esialgsesse vdrrandisse si-ga
vorduvad tbesed vorduseflama olukord tekib, kui n vaartuseks votta aldstugelt
suuremad vaartused.

Vottes teises lahendiseerias 0, siis x 3 3(°ja cos30” sin60°on tdene

Kui n=1, siis %= 150 ja ka see ning ka suuremad lahendid sobivad véirtahendiks
Selle vorrandi lahendamise kaigus ei tekkinud \ditehdei. Kuid vddrlahendid voiva
tekkida, kui paneme ruutu vorrandi pooli, taandakeendamet. Seepérast on keerukam
vorrandite puhul lahenditeontroll vajalik .

Joonisel on néha vBrrandbsx sin2x lahendidgraafikute 16ikepunktide.

9(x) = cos(x)

N/ VA
N2 L e s

f(x) = sin(2 x) x=-90° | x,=90°

_3J

Vastus: x > 2n , X (1)"5 n , kus n on taisarv.
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Ulesanne 6 Lahendada vdrrandid, mille vasak pool teisekatputiseks.

*1) coHx cos3x 0 NB! Kasuta koosinuste summa teisendamist kel valemit

2) 4sinx sinxcosx O

3) tanx tan® x
*Naide 7.Lahendame vdrrandco2x 3sinx 2
Selles vorrandis on kaks erinevat trigonomeetrilisktsiooni. Teisendame selle vorrandiks,
kus esineb ainult siinusfunktsioon.
cos2x 3sinx 2" cosx sin®x 3sinx 2" 1 sin® sin®x 3sinx 2 0"

2sin®x 3sinx 1 0. Teeme muutuja vahetuse sinx ja lahendame ruutvérrandi

-2+ 3t-1=0, millest == 1ja $=0,5.

Vorrandi lahendamisel saame x = ° -
Vorrandi "# lahendamisel saame x= ' -
Vastus x = - C X = - . kus n on taisarv.

Ulesanne 7 Lahendadauutvérrandiks taanduv vorrandapitundmatuga).

1) tan’3x 2tan3x 3 0 2) $%8& "
3) 2sin® cosx 2 *4) %& :
5) tanx —3 4 6) %& o
tar x
Vastused 2) c 4) N- 6) -
V kursus NAIDISTOO nr.3: trigonomeetriline vdrran d

1. Joonistel on kujutatud siinusfunktsiooni f(x) =@&jBx graafik Idigus ;2 ].

1) Joonestada samale joonisele sirge g(x) = 0,5

2) Lahendada vorrand f(x) = g(x) ja leida lahenididus [2 ;2 ] ning kanda need
joonisele.

Vastused:2)x;= 1,05 jax = 5,24

2. Lahendada pdhivdrrandiks taanduvad vorrandid.

1) sinx  0,2558 2)J2cosx 1 0 3)tan(x 5 J3
Vaata lisaks 11.322-324

*4) c0os2xcosx sin2xsinx 0 *5) 2cosxsinx 1 *6) sin®x cos X
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Vaata lisaks ul. 326,327, 329-333

Vastused: 1)(-1)"14°49"+ 180n 2) +45° + 360n 3) -3¢° + 18Cn 4) +9¢° + 36Cn
5) (-1)"45°+ 9(Pn 6) +45° + 180n

3. Lahendada vorrandid, mille vasak pool teiserabukiseks.
*1) cos5x cos3x 0 2) 4sinx sinxcosx 0 3)tanx tan®Xx

Vaata lisaks 01.325,328
Vastused:1) +9¢° + 360n ja +2230" + 90n 2) 18(°n 3) 45’ + 18Cn ja 180n.

4. Lahendada ruutvorrandiks taanduv vorrand.

1) tan°3x 2tan3x 3 0 2) 2sin°x cosx 2 3) tanx ti 4
ar x

Vaata lisaks .334-340
Vastused: 1)- 45 + 180n ja 734 + 1806n 2) +9¢° + 360n ja +30 + 36Cn
2) 45+ 18Cn ja 734"+ 180n

5. RE Ulesanne.

Ulesannete numbrid on v&etud tilesannete kogustimiaan jt. ,Ulesandeid gimnaasiumi
matemaatika I6pueksamiks valmistumisel“ TIn.2006
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