
1 
 

Elve Vutt 
 

V kursus TRIGONOMEETRILISED  FUNKTSIOONID  JA  -VÕR RANDID 
*laia matemaatika teemad 
Funktsiooni y = sinx nimetatakse siinusfunktsiooniks. 
Graafiku joonestamiseks koostame kõigepealt funktsiooni argumendi x ja funktsiooni y 
vastava väärtuste tabeli radiaanmõõdus lõigul � ��� 3;�  ning selle põhjal graafiku. 
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y 0 -1 0 0,5 0,9 1 0,9 0,5 0 -0,5 -0,9 -1 -0,9 -0,5 0 1 0 
 

Siinusfunktsiooni graafik on sinusoid. 
Uurime graafiku põhjal siinusfunktsiooni omadusi lõigul � ��� 3;� : 
Määramispiirkond X=R,  muutumispiirkond Y=[-1;1] 
Nullkohad X0={- � ,0,� ,2� ,3� }; 
Positiivsuspiirkond  � � � ���� 3;2;0 ��	X  , negatiivsuspiirkond  � � � ���� 2;0; ����X ; 
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eX , ekstreemumid ymax= 1 ja ymin= - 1 

Joonisel näeme, et funktsiooni graafiku punktid „korduvad“ iga 2�  ehk 360o tagant. Seega 
siinusfunktsioon y = sinx on perioodiline funktsioon perioodiga 2�  (360o). 
 
Funktsiooni y = cosx nimetatakse koosinusfunktsiooniks. 
Analoogselt siinusfunktsiooni graafiku joonestamisega joonestame koosinusfunktsiooni 
graafiku: 
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Koosinusfunktsiooni graafik on koosinusoid. 
Funktsiooni y = tanx nimetatakse tangensfunktsiooniks. 
 

 
 
Tangensfunktsiooni graafik on tangensoid. 
Kui nii siinus- kui ka  koosinusfunktsiooni graafik on pidev joon, siis tangensfunktsiooni 

graafik katkeb kohtadel ...,
2

,
2

... �
��

� Nendes kohtades tan�  väärtus puudub.Tangensoid 

koosneb lõpmata paljudest osadest, harudest. 
 
Ülesanne 1: Uuri funktsiooni lõigul � ��� 3;� . 1) y = cosx  2) y = tanx 
 
Tutvu sinusoidi joonestamisega ühikringi abil valides alljärgnevast faili „Siinus ja koosinus“: 
https://www.e-ope.ee/repositoorium/otsing?@=668y#euni_repository_10895  
 
Tutvu sinusoidi ja tangensoidi joonistamisega ühikringi abil: 
http://demonstrations.wolfram.com/SineCosineTangentAndTheUnitCircle/ 
 
Tutvu siinusfunktsiooni graafikuga ja graafiku teisendustega: 
http://web.zone.ee/veelmaaallar/geogebra/siinusfunktsioon.html 
 
Tutvu koosinusfunktsiooni graafikuga ja graafiku teisendustega: 
http://web.zone.ee/veelmaaallar/geogebra/koosinusfunktsioon.html 
 
Tutvu tangensfunktsiooni graafikuga ja graafiku teisendustega: 
http://web.zone.ee/veelmaaallar/geogebra/tangensfunktsioon.html 
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Olulised omadused: 
1) Trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised. 

Siinus- ja koosinusfunktsiooni periood on 2�  
Tangensfunktsiooni periood on �  

2) Määramispiirkond. 
Siinus-ja koosinusfunktsioonil  on  kõik reaalarvud 

Tangensfunktsioonil on kõik reaalarvud välja arvatud  �
�

n	�
2

Muutumispiirkond. 
Siinus-ja koosinusfunktsioonil  on  � �1;1�  
Tangensfunktsioonil on kõik reaalarvud 

3) Tangensfunktsioon on kasvav kogu määramispiirkonnas 
4) Koosinusfunktsioon on paarisfunktsioon (graafik on sümmeetriline y-telje suhtes). 

Siinus- ja tangensfunktsioon paaritud (graafik on sümmeetriline 0-punkti suhtes) 
 

Uuri veel trigonomeetriliste funktsioonide graafikute teisendusi: 
http://www.allarveelmaa.com/ematerjalid/siinus.pdf 
http://demonstrations.wolfram.com/SineAndCosineGraphGenerator/ 
või ava õppematerjalidest tööleht: TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE GRAAFIKUTE 
TEISENDUSED. 
 
Kokkuvõte graafikute teisendustest: 
Kuidas teiseneb funktsiooni f(x) graafik (a on positiivne arv), kui 
 y = f(x)  �   y =  -f(x)       peegeldus    x   - teljest. 
 y = f(x)  �   y =  f(-x)       peegeldus    y   - teljest. 
 y = f(x)  �   y =  af(x)       väljavenitamine  (kokkusurumine)  y - telje sihis. 
 y = f(x)  �   y =  f(ax)       kokkusurumine  (väljavenitamine)  x - telje sihis. 
 y = f(x)  �   y =  f(x) + a   liigub      a  ühikut    üles         y –telje sihis. 
 y = f(x)  �   y =  f(x)  - a   liigub      a  ühikut     alla         y –telje sihis. 
 y = f(x)  �   y =  f(x+a)     liigub      a  ühikut  vasakule         x – telje sihis. 
 y = f(x)  �   y =  f(x- a)     liigub      a  ühikut  paremale        x – telje sihis. 
 y = f(x)  �   y = � f(x)�      graafiku x-teljest allpool asuvate osade peegeldus x-teljest. 
 

ARKUSFUNKTSIOONID 
 

Arkusfunktsioonid on trigonomeetriliste funktsioonide pöördfunktsioonid. 
http://demonstrations.wolfram.com/DomainAndRangeOfInverseTrigonometricFunctions/ 
 

arcsinx on absoluutväärtuselt vähim nurk , mille siinus on x;   
2

arcsin
2

��
��� x  

arccosx on vähim mittenegatiivne nurk, mille koosinus on x;       ��� xarccos0  
         

arctanx on absoluutväärtuselt vähim nurk , mille tangens on x;     
2
�

� < xarctan <
2
�

 

 
Kontrolli oma teadmisi alljärgneva testi abil: 
http://www.allarveelmaa.com/ematerjalid/trigo1.htm 
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TRIGONOMEETRILISED VÕRRANDID 
 
Trigonomeetriliseks võrrandiks nimetatakse sellist võrrandit, milles tundmatu esineb ainult 
trigonomeetrilise funktsiooni argumendis. 
 

Näide 1. Lahendame graafiliselt lõigus ��
�

��
� �

2
5

;
2

3 ��
 

1) võrrandi sinx = 0,5  2) võrratuse sinx �   0,5 
Selleks joonestame ühes ja samas teljestikus y = sinx ja y = 0,5 graafikud. 

 
1) Jooniselt näeme, et graafikud lõikuvad antud lõigus neljas punktis. Nende punktide 

abstsissid x1, x2, x3 ja x4 ongi  võrrandi sinx = 0,5 lahendid. 

Vastus: x1 = 0,52 = � /6 = 30o, x2= 2,62 = 5� /6 = 150o , x3= 6,81 = 13� /6 = 390o  x4 = -3,67 = -
7� /6 = -210o 

2) Jooniselt näeme, et siinusfunktsiooni graafik (punane) asetseb allpool (tuleneb märgist 
„ � “) sirget y = 0,5 (must) kahes vahemikus (x4;x1) ja (x2;x3). 

Vastus: (-3,67;0,52) ja (2,62;6,81) ehk (-210o;30o) ja (150o;390o) 

Näide 2. Lahendame graafiliselt võrrandi sinx = cos2x lõigus � ��� 2;2� . 

 

Loeme vastuse jooniselt. 

Vastus: x1 = -5,76, x2 =-3,67, x3 = -� /2, x4 = 0,52, x5 = 2,62, x6 = 3� /2 
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Ülesanne 2. Otsusta joonise (näide 2)

1) millistes vahemikes on cos2x 

2)millistes vahemikes on funktsioonide 
positiivsed (negatiivsed) antud lõigul 

Vastus: 2) Korraga positiivsed: (

Ülesanne 3: Lahenda graafiliselt alljärgneva joonise põhjal 

Ülesanne 4. Leidke arvutil modelleerides graafilised mõned võrrandi lahendid.

1) sinx = -0,5  2) cosx = 1

Märkus:  arvutil modelleerimise asemel võb ka printida eespool olevad joonised paberile ja 
joonestada nendele sirged y = 
 
Alljärgneval joonisel on kujutatud võrrandi sin x = m lahendeid , kus m 
 

 
Trigonomeetrilised põhivõrrandid
sin x = m   lahendivalem    x = (
cos x = m  lahendivalem     x =
tan x = m  lahendivalem     x = arctan m + n
 
Näide 3. Lahendame võrrandi sin

  x = (
    r
    kraadimõõdus  

(näide 2) põhjal  

1) millistes vahemikes on cos2x �  sinx antud lõigul � ��� 2;2� ? 

2)millistes vahemikes on funktsioonide y = sinx ja y = cos2x väärtused korraga
positiivsed (negatiivsed) antud lõigul � ��� 2;2�  

orraga positiivsed: (-2� ;-5,50), (-3,93;- � ), (0;0,78), (2,35; � ). 

Lahenda graafiliselt alljärgneva joonise põhjal võrrand  tanx = 2sinx

Leidke arvutil modelleerides graafilised mõned võrrandi lahendid.

2) cosx = 1  3) tanx = 1  4) cos2x = 

arvutil modelleerimise asemel võb ka printida eespool olevad joonised paberile ja 
nendele sirged y = -0,5, y = 1 vastavalt ülesandele. 

Alljärgneval joonisel on kujutatud võrrandi sin x = m lahendeid , kus m = 0,5.

põhivõrrandid : 
x = (-1)narcsin m + n� ,  kus  n  Z; arcsin(-m) = 
x = ± arccos m +2 n� ,  kus   n  Z;  arccos(-m) =
x = arctan m + n� ,  kus  n  Z;  arctan(-m) = 

Lahendame võrrandi sin x = 0,5 lahendivalemi abil. 
x = (-1)narcsin 0,5 +n�   
radiaanmõõdus x =  (-1)n    + n�   ehk 
kraadimõõdus   x = (-1)n 45o  + n 180o, kus n on täisarv.

5 

väärtused korraga 

 

= 2sinx. 

 

Leidke arvutil modelleerides graafilised mõned võrrandi lahendid. 

4) cos2x = -0,5 

arvutil modelleerimise asemel võb ka printida eespool olevad joonised paberile ja 

= 0,5. 

 

m) = -arcsin m 
m) = � -arccos m 
m) = -arctan m 

, kus n on täisarv. 
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Joonisel on näha kuus võrrandi lahendit. Kui võtta vaatluse alla lõik � ��;0 , siis selles lõigus 
on ainult kaks lahendit x1 ja x2. Üldvõrrandist saame üksikuid lahendeid kätte järgnevalt: 
kui n = 0, siis x = (-1)0 45o  + 0* 180o = 45o, see lahend on tähistatud joonisel x1 –ga; 
kui n = 1, siis x = (-1)1 45o  + 1* 180o = -1* 45o  + 180o = 135o, see lahend ongi x2. 
 

Näide 4. Lahendame võrrandi ��� ��� �
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Vastus: � � �
�	
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� �� �

	

�
, kus n on täisarv. 

 
Pea meeles! 
TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE 
PÕHISEOSED: 
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*LIITMISVALEMID: *KAHEKORDSE NURGA 

TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID: 
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*SUMMA TEISENDAMINE KORRUTISEKS: 
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*Näide 5. 03)
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00 )60()1(302 ���	" x n

Vastus: 01 9030)1( 	�� 	x n

 
Ülesanne 5. Lahendada põhivõrrandiks

 
1) 2558,0sin ��x   

3) 3)
6

tan( ���
�

x    

*5) 1sincos2 �xx   

Vastused: 2)� � �
�

nn 	�
4

1  4)

 
*Näide 6. Lahendame võrrandi

2sincos2sincos �"� xxx

Korrutis on 0, kui 0cos �x , millest 

0sin21 �� x , millest  x �� 1(

Kontroll : Võttes esimeses lahendiseerias n

lahendid sobivad lahendiks, kuna a
võrduvad tõesed võrdused. Sama olukord tekib, kui n väärtuseks võtta abs.väärtuselt 
suuremad väärtused. 

Võttes teises lahendiseerias n =

Kui n=1, siis x3= 1500 ja ka see ning ka suuremad lahendid sobivad võrrandi lahendiks.
Selle võrrandi lahendamise käigus ei tekkinud võõrlahendeid
tekkida, kui paneme ruutu võrrandi pooli, taandame, koondame j
võrrandite puhul lahendite kontroll vajalik
Joonisel on näha võrrandi cos
 

Vastus: �
�

nx 2
2

	�� , x �� (

00010 3018060)1(2180 "�	��"	 	 xnxn n

00 1590 �n , Zn#  

põhivõrrandiks  taanduvad võrrandid. 

 2) 01cos2 ��x   

 *4) 0sin2sincos2cos �	 xxxx   

 6) xx 22 cossin �  

4) �
�

n2
2

	�  6) �
�

n	�
4

 

Lahendame võrrandi xx 2sincos �   
21(cos0cossin2cos02 �"��"� xxxxx

, millest �
�

nx 2
2

	�� või 

�
�

nn 	
6

)1  

lahendiseerias n = 0, siis ox 90
21 ��
�

ja x
22 ��
�

sobivad lahendiks, kuna asendades need esialgsesse võrrandisse saame 0
. Sama olukord tekib, kui n väärtuseks võtta abs.väärtuselt 

= 0, siis ox 30
6

��
�

ja oo 60sin30cos � on tõene.

ja ka see ning ka suuremad lahendid sobivad võrrandi lahendiks.
Selle võrrandi lahendamise käigus ei tekkinud võõrlahendeid. Kuid võõrlahendid võivad 
tekkida, kui paneme ruutu võrrandi pooli, taandame, koondame jt. Seepärast on keerukamate 

kontroll vajalik . 
xx 2sincos �  lahendid graafikute lõikepunktides

�
�

nn 	�
6

)1 , kus n on täisarv. 

7 

0001 159030)1( �	�� 	 nx n

0)sin2 �x  

o90
2

��
�

. Mõlemad 

sendades need esialgsesse võrrandisse saame 0-ga 
. Sama olukord tekib, kui n väärtuseks võtta abs.väärtuselt 

on tõene. 

ja ka see ning ka suuremad lahendid sobivad võrrandi lahendiks. 
. Kuid võõrlahendid võivad 

t. Seepärast on keerukamate 

graafikute lõikepunktides.  
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Ülesanne 6. Lahendada võrrandid, mille vasak pool teiseneb korrutiseks. 
*1) 03cos5cos �	 xx    NB! Kasuta koosinuste summa teisendamist korrutiseks valemit  
2) 0cossinsin4 �� xxx   
3) xx 2tantan �   

*Näide 7.Lahendame võrrandi  2sin32cos �	 xx  
Selles võrrandis on kaks erinevat trigonomeetrilist funktsiooni. Teisendame selle võrrandiks, 
kus esineb ainult siinusfunktsioon. 

"��	��"�	�"�	 02sin3sinsin12sin3sincos2sin32cos 2222 xxxxxxx  
01sin3sin2 2 ��	�" xx . Teeme muutuja vahetuse xt sin�   ja lahendame ruutvõrrandi  

-2t2 + 3t - 1 = 0, millest  t1 = 1 ja  t2 = 0,5.  
Võrrandi ���� � �     lahendamisel saame x = ��� ! 	

�
� ��  

Võrrandi ���� � "#�  lahendamisel saame  x = ��� ! 	

�
� �� . 

Vastus: x = ��� ! 	

�
� �� ;  x = ��� ! 	

�
� �� , kus n on täisarv. 

 
Ülesanne 7. Lahendada ruutvõrrandiks  taanduv võrrand (abitundmatuga). 

1) 033tan23tan2 ��� xx    2) ���� � �� � $%&��� � � � "   
3) 2cossin2 2 �	 x    *4) %&��� � ����� � � � "  

5) 4
tan

3
tan �	

x
x    6) �%&�� � � ����� � ' � "  

Vastused: 2) �
	

(
� ��   4) ��� !)� 	

�
� ��   6) ��� ! 	

�
� ��  

 
 

V kursus   NÄIDISTÖÖ nr.3: trigonomeetriline võrran d 
 

1. Joonistel on kujutatud siinusfunktsiooni f(x) = sin0,5x  graafik lõigus [-2� ;2� ]. 

 
1) Joonestada samale joonisele sirge g(x) = 0,5 
2) Lahendada võrrand f(x) = g(x) ja leida lahendid lõigus [-2� ;2� ] ning kanda need 

joonisele. 
Vastused:2) x1 = 1,05 ja x2 = 5,24 
2. Lahendada põhivõrrandiks taanduvad võrrandid. 

1) 2558,0sin ��x  2) 01cos2 ��x  3) 3)
6

tan( ���
�

x    

Vaata lisaks ül.322-324 
 
*4) 0sin2sincos2cos �	 xxxx  *5) 1sincos2 �xx  *6) xx 22 cossin �  
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Vaata lisaks ül. 326,327, 329-333 
 
Vastused: 1) (-1)n14o49` + 180on 2) ±45o + 360on 3) -30o + 180on 4) ±90o + 360on  
5) (-1)n45o + 90on 6) ±45o + 180on 
   
3. Lahendada võrrandid, mille vasak pool teiseneb korrutiseks. 
*1) 03cos5cos �	 xx  2) 0cossinsin4 �� xxx  3) xx 2tantan �  
  

Vaata lisaks ül.325,328 
Vastused: 1) ±90o + 360on ja ±22o30` + 90on 2) 180on 3) 45o + 180on ja 180on. 
 
4. Lahendada ruutvõrrandiks taanduv võrrand. 

1) 033tan23tan2 ��� xx   2) 2cossin2 2 �	 xx  3) 4
tan

3
tan �	

x
x   

Vaata lisaks ül.334-340 
Vastused: 1) - 45o + 180on ja 71o34`+ 180on  2) ±90o + 360on ja ±30o + 360on 
2) 45o + 180on ja 71o34`+ 180on   

 
5. RE ülesanne. 
 

Ülesannete numbrid on võetud ülesannete kogust L.Lepmann jt. „Ülesandeid gümnaasiumi 
matemaatika lõpueksamiks valmistumisel“ Tln.2006 


